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法(CQM:Convolution Quadrature Method)[2] を時間領域境界積分方程式中の畳込み積
分に適用する新しい時間領域境界要素法 (演算子積分時間領域境界要素法) が開発され,工
学の様々な問題に適用することが行われている.また,大規模問題に対応するために,演算
子積分時間領域境界要素法に高速多重極法 [3, 4] やACA[5] と呼ばれる方法を適用して計
算効率を軽減することも行われている.
本論文では,高速多重極法や ACA の詳細,その演算子積分時間領域境界要素法への適用









§1. 演算子積分法 (欧 \mathrm{Q}\mathrm{M} :欧onvolut |\mathrm{o}\mathrm{n} Quadrature Method)
後に示す時間領域境界積分方程式における畳込み積分を精度良く,安定に計算するため
に,まず演算子積分法についてまとめておく.Lubich[2] は,畳込み積分 f(t)*g(t) を, f(t)
のLaplace 変換を用いた離散化畳込み積によって近似する手法を提案した.
一般的に,畳込み積分は次のように表される.
f(t)*g(t)=\displaystyle \int_{0}オ f(t- $\tau$)g( $\tau$)d $\tau$, t\geq 0 (1)
Lubich の演算子積分法によれば,式(1) で表される畳込み積分は,時間 t を時間増分  $\Delta$ t
を用いて N ステップに分割することで,次のように近似される.
f(n $\Delta$ t)*g(n $\Delta$ t)\displaystyle \simeq\sum_{j=0}^{n}$\omega$_{n-j}( $\Delta$ t)g(j $\Delta$ t) , (n=0)1, . . . ,N) (2)
ただし,  $\omega$ j( $\Delta$ t) は演算子積分法における重み関数であり,Laplaceパラメータ s , 自然対数
の底 \mathrm{e} を用いた関数 f(t) のLaplace 変換
F(s)=\displaystyle \int_{0}^{\infty}f(t)\mathrm{e}^{-st}dt (3)
を用いて次のように求めることができる.
$\omega$_{n}( $\Delta$ t)=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\int_{|z|=\mathcal{R}}F(\frac{ $\gamma$(z)}{ $\Delta$ t})z^{-n-1}dz\simeq\frac{\mathcal{R}^{-n}}{L}\sum_{l=0}^{L-1}F(\frac{ $\gamma$(z_{l})}{ $\Delta$ t})\mathrm{e}^{\frac{-2 $\pi$ \mathrm{i}nl}{L}} (4)
ただし \mathrm{i} は虚数単位である.ここで f のLaplace 変換である関数 F の存在を保証するた
めには,引数  $\gamma$(z)/ $\Delta$ t の実部が正のときに正則でなければならない.式(4) の第一式から
第二式への積分の評価は,台形公式等を用いて行うことができる.そのため,引数 z_{l} は半
径 \mathcal{R}<1 の円周上の等分点 L を考え, z_{l}=\mathcal{R}\mathrm{e}^{2 $\pi$ \mathrm{i}l/L} によって表される.ここで \mathcal{R} は目標
とする精度  $\epsilon$ によって決定されるパラメータで,
\mathcal{R}^{L}=\sqrt{} (5)
により決定される.また,式(4) の  $\gamma$(z) は線形多段法における生成多項式の商を表してお
り,その一般形は
 $\gamma$(z)=\displaystyle \frac{$\alpha$_{0}z^{k}+$\alpha$_{1}z^{k-1}\cdots+$\alpha$_{k}}{$\beta$_{0}z^{k}+$\beta$_{1}z^{k-1}\cdots+$\beta$_{k}} (6)
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によって与えられる.線形多段法では,式(6)の係数 $\alpha$_{k} や魚の決定の仕方により様々な
解法が提案されているが [8] , 例えば $\alpha$_{k}\neq 0, $\beta$_{k}=1, $\beta$_{j}=0(j<k) とすれば, k 次の後
退差分法へ帰着でき,  $\gamma$(z) は
 $\gamma$(z)=\displaystyle \sum_{i=1}^{k}\frac{1}{i}(1-z)^{i} (7)
で計算される.式 (2) ,(4) からわかるように,式(1) を演算子積分法で評価するには関数











さて,以下の定式化では,3次元直交直線座標系 x=(x\mathrm{i}, x_{2}, x_{3}) に対し,変位は (x\mathrm{i}, x_{2})
方向成分のみを考え,全ての物理量は x_{3} に依存しないものとした面内波動問題を考える.
無限領域 D において入射波 u_{i}^{\mathrm{i}\mathrm{n}} は,散乱体 \overline{D} の境界表面 S により反射散乱されるとす
る.このとき,入射波 u_{i}^{\mathrm{i}\mathrm{n}} が散乱体 \mathrm{D} に到達するまで静かな過去を持つとする.すなわ
ち,初期条件 u_{i}(x, t=0)=0 及び \partial u_{i} (x ) t=0) /\partial t=0 を考慮し,物体力を無視すれば,
変位 u_{i} , 対応する表面力 t_{i} が満たす支配方程式及び境界条件は,それぞれ次のように表さ
れる.
 $\mu$ u_{i,jj}(x, t)+( $\lambda$+ $\mu$)u_{j,j $\iota$}(x, t) = $\rho$ü i (x, t) in D
u_{i}= 砺 on Si, t_{i}=\overline{t}_{i} on S_{2}, S_{2}=S\backslash S_{\mathrm{i}} (8)




C_{ij}(x)u_{j}(x, t)=u_{i}^{\mathrm{i}\mathrm{n}}(x, t)+\displaystyle \int_{S}U_{ij} (x ) y, t) *t_{j}(y, t)dS_{y}-\displaystyle \int_{S}T_{ij}(x, y, t)*u_{j}(y, t)dS_{y}^{\cdot}
(9)
ただし,式(9) において, C_{ij} は境界表面 S に依存する自由項 [1] である.また U_{ij}(x, y, t) ,







式(9) の時間領域境界積分方程式を, M 個の区分一定要素で離散化し,数値的に解くこ
とを考える.滑らかな境界 S に対して x \in D\rightarrow x \in  S を考慮すれば,時間増分  $\Delta$ t に
対して,次の第 n ステップにおける離散化された時間領域境界積分方程式を得ることがで
きる.
\displaystyle \frac{1}{2}u_{i}(x, n $\Delta$ t)=u_{i}^{\mathrm{i}\mathrm{n}} (x ) n $\Delta$ t) +\displaystyle \sum_{ $\alpha$=1}^{M}\sum_{k=1}^{n}[A_{\dot{ $\iota$}j}^{n-k}(x)t_{j}^{ $\alpha$}(k $\Delta$ t)-B_{ij}^{n-k}(x)u_{j}^{ $\alpha$}(k $\Delta$ t)] (10)
ただし,式(10) において, A_{ij}^{m}, B_{\dot{l}}^{m}j は影響関数である.影響関数 A_{ij}^{m} ) B謬は式 (2) の離散
化近似とその重み表現式 (4) を用いた演算子積分法により,それぞれ次のように得ること
ができる.
A_{ij}^{7Y\mathrm{L}}(x)=\displaystyle \frac{\mathcal{R}^{-m}}{L}\sum_{l=0}^{L-1}\int_{S}\hat{U}_{ij} (x, y^{ $\alpha$} ) s_{l} ) e^{-\frac{2 $\pi$ \mathrm{i}ml}{L}}dS_{y} (11)
B_{ij}^{rn}(x)=\displaystyle \frac{\mathcal{R}^{-m}}{L}\sum_{l=0}^{L-1}\int_{S}\hat{S}_{\dot{ $\iota$}j}(x, y^{ $\alpha$}, s_{l})e^{-\frac{2 $\pi$ \mathrm{i}ml}{L}}dS_{y} (12)
ただし, s_{l} は s_{1}= $\gamma$(z_{l})/( $\Delta$ t) で定義される.式(11), (12) は離散フーリエ変換の形で表
されていることから,それらの和には高速フーリエ変換を利用することにより計算を高速
化することができる.また,影響関数の積分核は演算子積分法を用いたことでLaplace変
換域での基本解となっていることに注意する.Laplace変換域における基本解砺 (x, y, s)
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及び二重層核 S承x, y , s) は次のように求めることができる.
\displaystyle \^{U}_{ij}(x, y, s)=\frac{1}{2 $\pi \mu$} [K_{0}(s_{T}r)$\delta$_{ij}-\frac{1}{s_{T}^{2}}\{K_{0}(s_{T}r)-K_{0}(s_{L}r)\}_{\dot{ $\iota$}j}] (13)
\hat{S}_{ij}(x, y, s)=T_{jk}^{n_{y}}\hat{U}_{ki}(y, x, s) (14)
ただし r=|x-y| であり, K_{n} は n 次の第二種修正ベッセル関数,作用素 T_{jk}^{n_{y}}[1] は点 y
に作用するものとする.また,式(13) 中の s_{L}, 8_{T} はそれぞれ表記を簡単にするために,縦
波,横波の波速 c_{L} ,  c $\tau$ で除した値  s_{L}= $\gamma$(z)/(c_{L} $\Delta$ t) , s $\tau$= $\gamma$(z)/(c $\tau \Delta$ t) とした.  $\mu$ はせ
ん断弾性定数,  $\delta$_{ij} はクロネッカーデルタである.これより,式(10) を書き直せば,
\displaystyle \frac{1}{2}u_{i}(x, n $\Delta$ t)+\sum_{ $\alpha$=1}^{M}[B_{ij}^{0}(x)u_{j}^{ $\alpha$}(n $\Delta$ t)-A_{ij}^{0}(x)t_{j}^{ $\alpha$}(n $\Delta$ t)]
=u_{i}^{\mathrm{i}\mathrm{n}} (x ) n $\Delta$ t) +\displaystyle \sum_{ $\alpha$=1}^{M}\sum_{k=1}^{n-1}[A_{ij}^{n-k}(x)t_{j}^{ $\alpha$}(k $\Delta$ t)-B_{ij}^{n-k}(x)u_{j}^{ $\alpha$}(k $\Delta$ t)] (15)
となる.よって,第 n ステップ以前の境界値 u_{i}^{ $\alpha$}, t_{i}^{ $\alpha$} が全て求まっていれば,式(15) の右辺
は既知となり,第 n ステップにおける境界値を決定することができる.つまり, n=1 から
はじめて,順番に境界未知量を決定することができる.一方,解くべき問題の規模が大きい

















c $\Delta$ t/a=6.0 c $\Delta$ t/a=48.0 c $\Delta$ t/a=96.0
(a) (b) (c)
図2 空洞群による2次元スカラー波動の多重散乱解析結果.
した.この時,全未知数は  36000\times  128=4608000 である.図 2(\mathrm{a})-(\mathrm{c}) はそれぞれ時刻
c $\Delta$ t/a=6.0 , 48.0, 96.0における空洞群周辺のスカラー波動場を示している.入射波は平
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した例 [6, 10] と,比較のために粘弾性波動問題を解析した例 [11] を示す.この場合の解析
モデルは図3に示すような弾性体 (または粘弾性体) 中の 8\times 8 の空洞群による入射波の
散乱問題であり,空洞の半径は a とし, x_{1} , x2方向の空洞の配置間隔は 3a であるとした.
また,弾性波動問題に対して,入射波は町方向の正の向きに伝搬する平面波とし,次式で
与えた.
u_{i}^{\mathrm{i}\mathrm{n}}(x, t)=u_{0}$\delta$_{i1}[1-\cos^{*} ( $\pi$(c_{L}t-x_{1}-11.5a)/a]]/2,
ただし \cos^{*}[ $\alpha$] =\cos[ $\alpha$] , for  0\leq $\alpha$\leq 2 $\pi$\cos^{*}[ $\alpha$] =1 ) for otherwise (16)
ここで u_{0} は入射波の振幅を表す.なお,粘弾性波動問題の場合,式(16) を粘弾性体用に修
正[12] したものを用いることに注意する.解析結果を図4に示す.図 4(\mathrm{a})-(\mathrm{c}) はそれぞれ
空洞による入射弾性波動の散乱問題を解析し,その水平変位 u_{1}/u_{0} をプロットした結果で
あり,それぞれ t/T_{0} = 1.25 , 6.25, 11.25における結果を示している.ただし乃は入射波
が1つの空洞を通過するのに要する時間である.比較のため,粘弾性波動問題における同
















\mathrm{c}. 70 $\Delta$ \mathrm{t} 490 $\Delta$ \mathrm{t}







-1. 70 $\Delta$ \mathrm{t} 490 $\Delta$ \mathrm{t}







波動問題に対して演算子積分時間領域境界要素法を適用した数値解析例 [14, 15] を示す.
図6に示すような,飽和多孔質弾性体中の36個のマクロ空洞群による波動散乱解析を
考える.空洞の半径は a とし,空洞間の間隔は2.5a であり,1つの空洞は72個の境界
要素で離散化した.また総時間ステップ数を512とした.そのため,本解析における全
境界要素数は 72\times 36 (空洞1つ当りの要素数 \times 空洞の数) =2,342 , トータルの未知数は
2,342\times 512\times 3 (全境界要素数 \times 総時間ステップ数 \times  1 要素当りの未知数) =3,735,552 で
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ある.なお,飽和多孔質弾性波動問題では,本解析のような2次元解析の場合,固体中の弾
性波の変位 u_{1} , u2と流体圧力 p の合計3つの境界未知量を考える必要がある.
図7,8は,それぞれ2次元飽和多孔質弾性体中のマクロ空洞群周辺における入射波によ
る固体変位 \sqrt{u_{1}^{2}+u_{2}^{2}} と流体圧力 p を示している.ただし,それぞれの図における Case
\mathrm{a},\mathrm{b},\mathrm{c} は
\mathrm{a} . 連成が弱く散逸がない場合 ( $\alpha$=0.21, b=0)
\mathrm{b} . 連成が強く散逸がない場合 ( $\alpha$=1, b=0)
\mathrm{c} . 連成が強く散逸がある場合 ( $\alpha$=1, b=10)
の場合の結果を示していることに注意されたい.ここで  $\alpha$ はBiotの有効応力定数で固体
と流体の連成の強さを表している.また  b は散逸の影響を示すパラメータである.なお,
入射波として平面横波 ( \mathrm{T}‐wave) を与えた.飽和多孔質弾性波動問題では T 波は速い縦波
の L_{\mathrm{i}} 波,遅い縦波の L_{2}波とは連成することなく独立に伝搬できる.そのため,図7では
入射平面 T波の存在をはっきりと確認することができるが,流体圧力を表している図8で
は,入射 T 波に対応する波動や入射 T 波に付随する L_{1}, L_{2} 波を確認できない.また,入
射平面 T 波自体には,連成の影響が含まれないため,その伝搬速度は図7のCase a,b, \mathrm{c} で
大きな違いは生じない.しかしながら,入射 T波は各空洞群により散乱されることにより,


















































図10(a) )(b) に示す.ただし,図 10(\mathrm{a}),(\mathrm{b}) の群速度曲線は,それぞれ鉛直方向の \mathrm{q}\mathrm{S}2 波,
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\backslash :_{\backslash ,$\nu$^{r $\iota$}}^{\vee}\sim \backslash \vee^{\wedge\downarrow}\triangleleft_{\backslash }.
\mathrm{x}_{1'},\mathrm{a} \mathrm{x}_{1}j\mathrm{a}
図14 等方性鋼材中の空洞の再構成結果.
\mathrm{S} 波で無次元化されていることに注意されたい.図10(b) の等方性鋼材の場合, \mathrm{P} 波と \mathrm{S}
波が存在し,それらは同心円状に伝搬する.しかしながら,図10(a) のオステナイ ト系鋼
材の場合は等方性の \mathrm{P} 波に対応する擬似 \mathrm{P} 波( \mathrm{q}\mathrm{P} 波), \mathrm{S} 波に対応する2つの擬 \{j_{r}^{\backslash }1\mathrm{S} 波
( \mathrm{q}\mathrm{S}\mathrm{l},\mathrm{q}\mathrm{S}2 波) が存在することがわかる.特に \mathrm{q}\mathrm{P} 波の波面は四角形状に近く, \mathrm{q}\mathrm{S}2 波は楕
円状に伝搬する.また \mathrm{q}\mathrm{S}1 波は x_{1},x_{2} 方向で波面がクロスする現象が見られることが興味
深い.
以上の群速度曲線の考察を踏まえ,演算子積分時間領域境界要素法を用いた順解析の一
例を図11,12に示す.図11,12はそれぞれ入射平面 \mathrm{q}\mathrm{P} 波の伝搬方向が 315^{\mathrm{o}} である場合
のオステナイ ト系鋼材および等方性鋼材中の空洞周辺周りの面内変位場 |u| を示してい





おける Born 近似を適用した場合の欠陥形状は,文献 [16] の定式化を面内問題に拡張する
ことで得られる次式左辺の特性関数  $\Gamma$ をプロットすることで求まる.
 $\Gamma$(y)=\displaystyle \int_{0}^{2 $\pi$}\int_{0}^{\infty}\frac{\mathrm{i}C_{66}}{d_{j}F( $\omega$)}\sqrt{\frac{|x||f''($\varphi$^{S})|}{2$\pi$^{3}k_{0}}}
\displaystyle \times (\frac{f($\varphi$^{s})}{c_{0}}+\frac{1}{c^{\mathrm{i}\mathrm{n}}( $\psi$)}) \frac{\tilde{u}_{i}^{\mathrm{s}\mathrm{c}}(x, $\omega$)}{\hat{Q}_{ij}($\varphi$^{S})\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\cos($\varphi$^{\mathrm{s}}- $\psi$))S^{3}($\varphi$^{\mathrm{s}})}
\displaystyle \times\exp[-\mathrm{i}k_{0}|x|f($\varphi$^{s})+\mathrm{i}(k_{0}f($\varphi$^{s})+k)\hat{x}\cdot y-\mathrm{i}\frac{ $\pi$}{4}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(f''($\varphi$^{s}))]d $\omega$ d $\psi$ (17)
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ただし,
 F( $\omega$)=-u_{0}\displaystyle \frac{\sqrt{2 $\pi$}$\omega$^{2}\exp(\mathrm{i} $\omega$ t_{s})}{2\exp($\omega$^{2}/$\omega$_{p}^{2})$\omega$_{p}^{3}}, S( $\varphi$)=\frac{c_{0}}{c( $\varphi$)},
f( $\varphi$)=S( $\varphi$)|\cos( $\varphi$- $\psi$ \hat{Q}_{i\mathrm{j}}( $\varphi$)=C_{ikpl}\hat{x}_{k}n_{l}P_{pj}( $\varphi$) (18)
である.ここで ()' は微分を表し, $\varphi$^{s} は f'( $\varphi$)=0 を満たす解である.また, C_{ $\alpha \beta$}( $\alpha$,  $\beta$=
1 , . . . , 6) は弾性定数 C_{ikpl} のフォーク ト表記,c0は密度  $\rho$ を用いて計算される  c_{0} =
\sqrt{C_{66}}/ $\rho$ なる弾性波速度,緬は周波数  $\omega$ を用いて計算できる対応する波数であり  k_{0}=
 $\omega$/c_{0} で表される.  $\psi$, c^{\mathrm{i}\mathrm{n}}( $\psi$) , d_{j} はそれぞれ入射角,入射波の波速,振動方向ベクトルの j
方向成分であり,波数 k は k= $\omega$/c^{\mathrm{i}\mathrm{n}}( $\psi$) である.sgn は符号関数, n_{l} は単位円周ベクトル
n=(\cos $\varphi$, \sin $\varphi$) の1方向成分, \hat{x}_{k} は単位位置ベクトル塗 =x/|x|=(\cos $\psi$, \sin $\psi$) の k
方向成分である.また, c( $\varphi$) は \mathrm{q}\mathrm{P} 波の波速を表し, P_{pj} は,散乱 \mathrm{q}\mathrm{P} 波の振動方向ベクト





点の全周方向 (0^{\mathrm{o}} \leq $\theta$\leq 360^{\mathrm{o}}) , (b) は合計18点の半周方向 (0^{\mathrm{o}}\leq $\theta$\leq 180^{\mathrm{o}}) での散乱波
形を用いて式 (17) の逆散乱解析を行った結果を示している.
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